Najkrotsza droga

W 34. numerze ,, Swiata Matematyki” zamiescilismy zadanie, w ktorym nalezalo znalezé najkrotszq droge pomiedzy trzema
platformami wiertnczymi. Sie¢ drog wymagalta znalezienia dodatkowego punktu, zwanego puniktem Steinera, w ktorym drogi sie
tqczq. Sprobujemy pokazad, jak znalez¢ takie punkty posrednie w sieci drog, by suma dtugosci wchodzqgcych w sktad drog byta
Jjak najkrotsza.

Autorem ponizej zamieszczonego artykutu jest nasz czytelnik z Warszawy. Poczqtkowo zamierzalismy artykut ten umiesci¢ na ta-
mach naszego czasopisma, jednak w trakcie jego redakcji, zrodzily si¢ watpliwosci, czy wyprowadzone w nim wzory sq prawidtowe.
Nie uwzdledniajg wszystkich przypadkow. Sq one jednak wystarczajgce by ,,rozwigzac¢” nasze zadanie.

Zachecamy naszych czytelnikow, ktorzy zapoznajq sie z tym na pewno ciekawym artykutem, do dyskusji na poruszane w nim

tematy. Mozliwe, ze pomoze to rozwiac nasze wgtpliwosci.

Zauwazmy, ze dla kazdych trzech punktow, bedacych wierzchotkami trojkata takiego, iz zaden jego kat nie jest wiekszy niz
120°, stworzenie takiej sieci wymaga dodania 1 punktu posredniego, w ktérym schodzace si¢ drogi beda tworzyty parami katy
120°. Jezeli kat migdzy dwoma drogami wynosi 120° to punktem posrednim jest wierzchotek kata 120°. Jezeli kat przekracza
120° to punktem posrednim pozostaje wierzchotek tego kata. Te sytuacje przedstawiamy na rysunku ponizej:

C
A . A
~._>120 120
B ¢ B

‘B

W ogo6lnym przypadku, do polgczenia najkrotszg drogg dowolnych 72 punktow, punktow posrednich jest 77 — 2. Te punkty po-
$rednie w omawianej sieci drog nazywane sg punktami Steinera.

W ogdlnym przypadku, dla dowolnej liczby 72 punktéw do potaczenia droga, nie sg znane jawne wzory na wspotrzedne tych
dodatkowych punktéw posrednich — ich wspotrzgdne zalezne sg tylko od wspotrzednych punktow, jakie mamy potaczyc siecig
drog. Poszukuje si¢ ich metodami przyblizonymi.

WSPOLRZEDNE PUNKTOW STEINERA DLA CZTERECH PUNKTOW

Sprébujmy wyprowadzi¢ takie wzory na wspoétrzedne punktow posrednich w przypadku, gdy liczba punktéw do pota-
czenia siecig drog wynosi # = 4. Do potaczenia czterech punktéw najkrdtsza siecig drég, bedziemy wiec mie¢ dwa do-
datkowe punkty poérednie, w ktérych schodzace sie odcinki, tworzace parami katy 120°. Udowodnijmy zatem ponizsze
twierdzenie:

Twierdzenie

Na ptaszczyznie mamy dane cztery punkty P[, 0 wspdtrzednych (xi, Az ), i=1,2,3,4. Punkty poérednie P5i P6 sq
punktami Steinera minimalizujgcymi diugosc¢ sieci taczacej punkty Pl, Pz' Pz' P4. Wspétrzedne dodatkowych punktéw
posrednich P, i P, sq nastepujace:

v, — yi +x - tan(a@) — x, - tan (@ + 60°)

o tan(e) — tan(e + 60°) , ys=y+(xs—x) tan(a)
oraz
—ys+ ;- tan(@) — x4 - tan(a + 60°
w=t ta;l((l)—(t;n(c;Jr 605) . Yo = ys+ (% —x:)- tan(a)
dla

yz—y4—ﬁ~(x2—x4)—2~(yl—y3)
ﬁ'(yz—y4)+x2—x4—2~(xl—xg)'

tan(a) =



Dowod

W dowodzie wykorzystywaé bedziemy wiedze o rdwnaniu prostej i wiasnosci tangensa kata. Dla przypomnienia po-
damy, ze kazda prosta na ptaszczyznie mozna opisa¢ za pomoca réwnania liniowego postaci y = ax + b (postaé kierun-
kowa prostej), gdzie a = tan(¢), a & to kat, jaki ta prosta tworzy z osig OX. Rysunek prostej w uktadzie wspdtrzednych
zamieszczany ponizej.

Réwnanie kierunkowe prostej byto omawiane w 32., a funkcja tangens w 25. i 26. numerze Swiata Matematyki. Potrzebne
informacje o wzorach dla funkcji tangens znajdziecie w tym numerze w artykule Przydatne wzory trygonometryczne.
Na poczatek przedstawiamy przyktadowy rysunek poszukiwanej sieci drég.
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W naszym dowodzie bedziemy postepowac wedtug nastepujacego planu. Oznaczmy przez O kat miedzy prostg zawie-
rajaca odcinek P P, a osiq OX. Ten kat wyznacza katy wszystkich pozostatych odcinkéw wzgledem osi OX. Wyznacza
katy oznacza, ze pozostate katy beda suma kata O i pewnej liczby statej. Wynika to wtasnie z faktu, ze w dodatkowych
punktach odcinki schodzg sie pod katami 120° - kat pomiedzy kolejnymi odcinkami wynosi 120° - wspétczynniki kie-
runkowe wszystkich prostych zawierajacych odcinki poszukiwanej sieci drég zaleza od jednej zmiennej, ktorg jest kat
. Mozemy zatem napisac¢ rownania wszystkich prostych zawierajace odcinki sieci (w zaleznosci od kata @) a nastepnie
obliczy¢ wspoétrzedne punktow P5 i PG. W nastepnym kroku napiszemy réwnania prostych przechodzacych przez punkty
P5 i Pé. Beda one miaty parami ten sam wspoétczynnik kierunkowy, ze wzgledu na state katy 120° pomiedzy prostymi.
Wystarczy wiec pordwnac ich wyrazy wolne i z tego rownania wyliczymy poszukiwany kat &, a raczej jego tangens, ktory
uzyjemy w dalszych obliczeniach.
Zatem zaczynamy rozwazania naszego dowodu.



Prosta ll ma ogolne rownanie:
y=x-tan(&)+b

Poniewaz przechodzi ona przez punkt P =(x,y) to mamy:
y,=x, -tan(o) +b,,
skad
b=y —x, - tan(Q)
zatem réwnanie prostej l1 bedzie wygladato nastepujaco
l: y:x-tan(a)—i-yl —Xl-tan(a)

Teraz zajmiemy sie wyznaczeniem rownania prostej l2 przechodzacej przez punkt Pz. Zgodnie z przyjeciem zasady
»Nnajkrotdzej drogi” proste l1 i 12 musza przecina¢ sie po katem 120°. Dla utatwienia pokazemy to na rysunku:

BAUN

180°—B=180"— (¢ +60°)  [—180°
—B=—(a+60" /(=D
B=a+60°

Z rysunku przedstawionego powyzej wynika, ze prosta 12 , przechodzaca przez punkt P2 , ma ogodlne réwnanie:
v —1q- 0
L: y=x tan(a + 60 )+b2.
Poniewaz prosta [, przechodzi przez punkt P, = (xz,yz) to wspétrzedne punktu P, spetniaja réwnanie prostej /:
y,=x, tan(a + 60°%) + b,,

skad
b,=y,—x,-tan(c + 60°)

zatem rownanie prostej 12 bedzie wygladato nastepujaco

L:

y=x-tan(x +60°) +y, —x, - tan(a + 60°)

Znajdujemy odcieta, wspé+rzednqx5, punktu przeciecia prostych l1 i lz' O rzednych i odcietych w uktadzie kartezjanskiem
pisaliémy w 31. numerze Swiata Matematyki. Punkt przeciecia naszych prostych oznaczmy jako P5 0 wspotrzednych
(xs,ys). Ten punkt spetnia réwnania prostych l1 i 12. Zatem mozemy zapisac uktad réwnian, korzystaja¢ z wyznaczonych
juz réwnan dla prostych [, i L,:
{y5 = xs-tan(@)+ y, —x - tan(a)
ys = x5 tan(@ + 60°) + y, — x, - tan(a + 60°).

Rozwigzmy ten uktad réwnan metoda przeciwnych wspétczynnikéw omdéwiona w 30. numerze Swiata Matematyki.



ys—ys = x5 - tan(a@) + yi — x - tan(a@) — [xs - tan(a@ + 60°) + y, — x, - tan(a + 60°)]
0 =xs-tan(a)+y —x - tan(@) — x5 - tan(a@ + 60°) — y, + x, - tan (@ + 60°)
0 = xs-[tan(a)— tan(a + 60°)]+ yi — y, —x, - tan (@) + x, - tan(a + 60°)
xs-[tan(a) —tan(a + 60°)] =y, — y + x, - tan(@) — x, - tan (@ + 60°)
zatem

=Ty +x - tan(@) — x, - tan(a + 60°)
’ tan(a) — tan(a + 60°)

Obliczone powyzej X, jest oczywiscie odcigtg pierwszego z punktéw Steinera, nazwanego PS. Podstawiajgc wartos¢ X, do
réwnania przechodzacej przez ten punkt prostej, np. ll, otrzymujemy rzedng Vs punktu PS:

y,=tan(@)-x,+y, —tan(a)-x,
y,=y, +tan(a)- (x; —x,).

Wyznaczyli$my zatem wspotrzedne punktu Ps:

P Ci +x, - tan(a) — x, - tan(a + 60°)
’ tan(a) — tan(a + 60°) !

y,=y,+(x,—x ) tan(c).
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Przerwijmy teraz na chwile rachunki i przeanalizujmy jeszcze raz nasz problem. Pozwoli to nam zrozumiec cel i sposob
realizacji nastepujacych obliczen. Na poczatek zauwazmy, ze:

l1 - to prosta przechodzaca przez punkty P1 i posredni punkt Steinera PS;
l2 - to prosta przechodzaca przez punkty P2 i posredni punkt Steinera Ps;
13 - to prosta przechodzaca przez punkty P3 i posredni punkt Steinera Ps;
l4 - to prosta przechodzaca przez punkty P4 i posredni punkt Steinera P6;

[, i, - to proste przechodzace przez punkty Steinera P, i P..

Oznacza to, ze l5 i ls okreslajg ta sama prosta. Wprowadzenie réznych nazw dla tej samej prostej ma wiec tylko charakter
kosmetyczny. Spowodowane jest to tym, ze prosta ta jest wyznaczana dwa razy: pierwszy raz z wykorzystaniem punk-
tow P1 i sz a drugi raz z wykorzystaniem punktéw P3 i P4. Popatrzmy teraz na nastepujacy rysunek:

P

b P,

Py

Z uwagi na katy 120° pomiedzy prostymi [, 1l oraz L, [, il prosta 11” [, (prosta [, réwnolegta do prostej [,) i 12" L,

Spostrzezenie to jest bardzo istotne dla dalszych obliczen - te proste majg ten sam wspdtczynnik kierunkowy! Po tych
uwagach wrécimy do dalszych rachunkoéw.

CeOe0O



Teraz napiszemy réwnanie prostej / przechodzacej przez punkt P = (x,,y,) i P =(x,,y,). Ponizej przedstawiamy
rysunek:

y N\
180° —y = 180° —[(ct +60°) + 60°],
o 180°—y =180 — ot — 120", /= 180°
—y=—a—120, /(=1
Y=o+ 120°

Prosta [, ma wspétczynnik kierunkowy tan(y). Zatem

tan(y) = tan(a + 120°),
tan(y) =tan(180° + a — 60°).

Poniewaz, jak opisaliémy w numerze 25. i 26. Swiata Matematyki, funkcja tangens jest funkcja okresowa o okresie

180° (71), to
tan(y) = tan(o — 60°).
Zatem ogolna postac prostej l5 to
v — . — 0
[ y=x-tan(a — 60°) + b,
Aby wyznaczy¢ rownanie prostej l5 trzeba jeszcze wyznaczy¢ wspoétczynnik bS. Zrobimy to podstawiajac wspotrzedne X
iy punktu P5 nalezacego do prostej lS. Otrzymujemy wéwczas:
Y, =X, tan(a — 60°%) + b,
czyli
—_ _ . _ 0
b,=y,—x,-tan(a — 60°),
i ostatecznie réwnanie prostej l5 ma postac

[ y=x-tan(a — 60°) +y, —x,-tan(ar — 60°),

5

Zamieniajac rolami punkt P, na P, i P, na P, otrzymamy réwnania prostych l3, l4, i l6. Poniewaz rachunki bedg identycz-
ne jak powyzej opuszczamy je i rownania prostych beda wygladac¢ nastepujaco:

/3: y=x-tan(Q) +y, =X, tan(o),

[ y=x-tan(a + 60°) +y, —x, - tan(c + 60°),

W podobny sposéb, jak przy wyznaczaniu wspotrzednych punktu P5 na czwartej stronie otrzymujemy wspotrzedne
punktu P6 = (x6,y6):

O Ui 2 + x; - tan(a@) — x; - tan (e + 60°)
° tan(a)— tan(a + 60°) ’

Y, =X, tan() +y, —x, - tan(a),

a nastepnie réwnanie prostej 16 przechodzacej przez punkt P6:

l: y=x-tan(a — 60°) +y —x,-tan(ct — 60°).



Poniewaz, jak juz wczesniej zauwazyliSmy, proste 15 i 16 przedstawiajg ta sama prostg, mozemy poréwnac ich wyrazy
wolne (nie bedace iloczynem ktdrego jeden z czynnikdéw jest zmienng) piszac réwnania:

x-tan(o — 60°) +y, —x, - tan(o — 60°) =x - tan(a — 60°) +y, — x, - tan(a — 60°),

¥, —x,-tan(o — 60°) =y, —x, - tan(a — 60°).

Teraz juz, korzystajac z wyliczonych wspétrzednych punktéw posrednich Xy Xor Y51 Y, Oraz znanych wzoréw na
tan(o — 60°), tan(a + 60°), wyznaczonych w tekécie Przydatne wzory trygonometryczne, mozemy zapisaé powyzsze
réwnanie jako réwnanie liniowe z jedna niewiadoma, ktéra jest tan(Q).

Podstawmy do otrzymanego réwnania y, — X, tan(Q — 60°) =y, — X, tan(a — 60°) wyznaczone juz na poprzed-
nich stronach wzory na Y5 1Y iotrzymamy:

. . — . — 600 =1 - — . . — 600

x,-tan(a) +y, —x, - tan(a) — x, - tan(a@ — 60°) =x, - tan(@) +y,— x, - tan(@) — x, - tan(cx — 60°).

Przegrupujmy teraz wyrazy otrzymujac:
. — . Y =4 - . — 600 — x - — . — 600
x,-tan(or) +y, —x - tan(@)—y, = x, - tan(@) + x, - tan(@ — 60°) — x, - tan(@) — x, - tan(&x — 60°)
i po wytaczeniu przed nawias otrzymujemy
— . —y = — . — . — 0
(x,—x,)-tan(a) +y, —y, = (x, —x,) - tan(@) + (x, — x,) - tan(cx — 60°).
Prznoszac wyrazy na lewg strone réwnania otrzymamy
(x, —x,)-tan(a) +y, —y, — (x, —x,) - tan(a) — (x; — x,) - tan(a — 609=0

i ostatecznie mamy

(x, —x,)-[tan(or) — tan(a — 609]+ ¥, — ¥y, — (x, —x,)-tan(a) = 0.

v =y +x-tan(@)—x,-tan(@ +60°)  y.—y:+x;-tan(@)—x, - tan(@ +60°)

Podstawmy teraz Xs = tan(a/) — tan(a n 600) i Xe = tan(a/) — tan(af T 600)

y:—y +x-tan(@) = x-tan(@ +60°)  yi—yi+x-tan(@) —x - tan(@+60°) | B o
tan(a) — tan(a + 60°) tan(a)— tan(a + 60°) [tan(@) —tan(a - 60°)] +

+y,—y,— (x, —x,) - tan(cr) =0,

v, —y +x - tan(@) — x, - tan(@ + 60°) — y, + y; — x5 - tan (@) + x, - tan (@ + 60°)
tan(a)— tan(a + 60°)
+y =y, — (0 —x3) tan(a) = 0,

[tan(@)—tan(a — 60°)]+

Mnozymy obie strony przez [tan(¢) — tan(o + 60°)] i przegrupowujemy wyrazy

[y,—y +x - tana —x,-tan(a +60°) — y, + y; —x; - tan @ + &, - tan (@ + 60°)]- [tan @ — tan(a — 60°) ]+
+[yi—ys— (2 —x3) - tana]- [tanea — tan(a + 60°)] = 0.

[y, = ya+ (xs —x2) - tan(a + 60°) = (y, — ys — (x —x3))]- [tan @ — tan (@ — 60°)] +
+[yi—ys— (2 —x3)] - [tana — tan(a@ + 60°)] = 0
Wymnazamy pierwszy iloczyn nawiaséw

[y, — i+ (x: —x2) - tan(a + 60°)] - [tan(a) — tan(a — 60°)] — [y, — ys — (xs — x3) - tan ] - [tan (@) — tan(a@ — 60°)] +
+[y—y;—(x —x3) - tana]- [tan@ — tan (@ + 60°)] = 0



Wyciagamy przed nawias wyrazenie: y, —y, — (x, —x,) - tanQ:

[y, —vi— (%, — ) tan(a + 60°)]-[tan @ — tan(a — 60°) ]+
—[yi—ys—(x —x3)-tana]- [tana — tan(a + 60°) — tan @ + tan(@ — 60°)] = 0

[y, = ys— (2, —x:) - tan(a + 60°)]- [tan @ — tan(a — 60°)] +
+[yi—ys— (2 —x3)- tana ] [tan(a — 60°) — tan (e + 60°)] = 0
Poniewaz teraz zajmiemy sie tangensami, wiec dla wiekszej przejrzystosci dalszych przeksztatcen podstawimy na
chwilg za odpowiednie réznice X i y litery: a=y,—y,, b=x2—x4, €=y, —Y, d=x,—x,. Otrzymamy zatem réwnanie:
[a—b-tan(e +60°)]-[tan(e) — tan(a — 60°)]+[c — d - tan(@)] - [tan(@ — 60°) — tan(a + 60°)] = 0O

Skorzystajmy teraz znowu ze wzoréw na tangens sumy i réznicy katéw, wyprowadzone w artykule Przydatne wzory try-
gonometryczne z tego numeru Swiata Matematyki. Otrzymamy wowczas:

tan(a +f (@)- tan(a)—+/3
l—f tan(a an 1+\F3-tan(a/)

Dla skrécenia zapisu zastapmy na chwile tg(&) przez t:

oo 285 s )

tan(@)+y3  tan(e)—y3

=[c—d- tan(a)]- 1—/3 tan(@) 1++3 tan(a)

_b —
1—4v/3-¢ 1+43 ¢ l—ft 1+/3-¢

i sprowadzadzmy obie strony do wspdlnego mianownika:

a-(1=v3-0)=b-(t+y3) t-(1+V3-0)=1+/3 _ d.[).(z+ﬁ)~(1+f3~r ~v3)-(1=v3-1)
1—-4/3 ¢ 1+3 1 (1-v3-1): 1+f

Poniewaz utamki o jednakowych mianownikach sg rowne, tak wiec rowne sg ich liczniki. Mozemy wiec napisac

la-0=V3-0)=b-(+3)][e-(0+V3-)=1+/3]=(c=d-0) [t +V3) (1 +V3-1)=(t=V3)-(1 =3 1)]

i po przemnozeniu mamy

(a—aV3-t=bt=by3)-t+y3 £—t+y3)=(c—d- 1) t+V32+/3+3t—1t+/3+y3-31).

Zredukujmy wyrazy podobne w nawiasach, by uprosci¢ nasze réwnanie:

(a—ay3t=bt—by3) (V3£ +3)=(c—dr)- (2437 +243).

Po wytaczeniu przed nawias ,pierwiastkow”:

[a—b/3—1t-(ay3+b)]-V3-(F+1)=(c—di)-2/3-(F+1)

i podzieleniu obustronnie przez \/7 £+ 1) otrzymamy:
a— bf—t af—i—b 2-(c—dt).
I nareszcie otrzymujemy:
a—by3—aty3 —bt=2c—2dt,
a—by3 —2c=aty3 +bt—2dt,
a—by3—2c=t(ay3+b—2d)

_a— b\/g -

a3 +b—2d"

Wracajac do wyjéciowych oznaczen dla a, b, ¢ i d otrzymujemy szukany wzér na tangens kata O

y2 =y (o —x)y3 = 2(p — )
(y: _y4)\/§ +x—x =20y —y)

tan(a) =

Koniec dowodu.




Teraz, przy pomocy dowiedzionych wzoréw, rozwiazmy zadanie podane w poprzednim numerze Swiata Matematyki.

Zad. 1) Cztery platformy

W artykule ,Platformy wiertnicze”, z 34. numeru Swiata Matematyki, szukaliémy najkrotszej (najtanszej) sieci drég,
ktdre potaczyty wszystkie trzy platformy. Obecnie znajdziemy taka najkrotsza (najtansza) sie¢ drdég taczacych cztery
platformy wiertnicze wiedzac, ze sq one:

a) wierzchotkami pewnego kwadratu
b) wierzchotkami pewnego prostokata, ktorego dtugos¢ jest dwa razy wieksza od szerokosci.

Rozwigzanie

Bedziemy teraz korzystajac z udowodnionych przed chwila wzoréw na znajdowanie punktéw dla naszej sieci drég.
Ponizej przypominamy udowodnione wiasnie twierdzenie:

Na ptaszczyznie mamy dane cztery punkty P, o wspétrzednych (xl., Y ), i=1,2,3,4. punkty poérednie P iP,
sq punktami Steinera minimalizujacymi dtugosc sieci taczacej punkty Pl, Pz, P3, P4. Wspotrzedne dodatkowych
punktéw posrednich P i P sa nastepujace:

_ y—y +x - tan(@) — x; - tan(@ + 60°)

;o Ys =N +(x5—x1)-tan(a')

= tan(a)— tan(a + 60°)
oraz
— vy, + ;- tan(@) — x, - tan (@ + 60°
X == ta;l(a)_(ta)ln(a4+ 605) L, 3=yt (o= x) - tan(e)
dla

yz—yrﬁ~(xz—x4)—2-(yl—ys)
V3 (m=y)+tx—x—2(x—x)

tan(a) =

W naszych obliczeniach skorzystamy takze z wyprowadzonego w artykule Przydatne wzory trygonometryczne wzoru tan-

katow:
gens sumy katéw tana + tan 3

tan(a + ) = l—tana tanfB"

Znajac wartosci funkcji tan (60°) =\/§m02emy dodatkowo zapisa¢ réwnanie przydatne do rozwigzania zadania:

tana ++/3

t +60°) = .
an(a ) 1—/3 tana

Zatem przechodzimy do rozwigzania naszego zadania.

a). Zaczynamy od uktadu platform wiertniczych, bedacych wierzchotkami pewnego kwadratu. Oznaczmy wymienione platfor-
my punktami A, B, C'i D o przyktadowych wspétrzednych: A=(0; 0); B=(0; 10); C=(10; 10) i D=(10; 0), spetniaja-
cymi warunki zadania. Zatem wspotrzedne punktéw sg nastepujace:

x1=0, y=0;
x2=0, y.=10;
x3=10, y3=10;
x4=10, ys=0.



Po podstawieniu do wzoréw na poprzedniej stronie, zaktadajac, ze «/§ ~ 1,73 mamy:

_10-0-v3-(0-10)=2-(0—-10) _ 10+10y3+20 _ 30+10y3 _
J3-:10—0)+0—-10—2-(0—10) 10y/3—10+20 10+10y3 ~

tan(a) 47,3 1 27,3=1,73,

L73+v3  1,73+1,73
1-y3-1,73 ~ 1= 1,73-1,73

Teraz mozemy juz wyznaczy¢ wspotrzedne szukanych punktow:

~10—04+0-1,73—0-(—1,74)

tan(a + 60°) = = 3,46 : (—1,9929) =—34600 : 19929 ~— 1,74 .

X5 = 73 (172) =10 : 3,47 = 1000 : 347 ~ 2,88,
ys=0+(2,88—0)-1,73 ~ 4,98
oraz
3= Q71010 LT3=10(=L74) _ 5y 5 5 472 9470 - 347 ~ 7,12,

1,73—(—1,74)
ye=10+(7,12—10)-1,73 = 10 — 4,98 = 5,02.

Upraszajac wartosci naszych wspotrzednych do jednego miejsca po przecinku otrzymujemy poszukiwane punkty Steinera
o wspdirzednych: (2,9;5,0)i(7,1;5,0).

Zadanie to rozwigzano takze przy pomocy arkusza kalkulacyjnego i programu Geogebra dajacego nastepujacy rysunek
w ukfadzie wspotrzednych:

Kat
-4 a=119.04°
-4 B=239.97°
Liczba
odlegtoSCBE = 5.78 B
odleglo$¢EA = 5.78 1049
odlegtoSCEF = 4.22
odlegtoScFC = 5.78
odlegto$cFD = 5.78 B
Odcinek

~@ b=578 2 BE=578

D={10, 0) EF =422

E=(2.89,5) o o0
F=(7.11,5) . c

EA=578

taczac kolejno punkty A z B; B z C; i C z D otrzymamy tamang o dhugosci 30. taczac punkty przekatnymi kwadratu
otrzymamy dtugoé¢ faczacej punkty A, B, C'i D sieci drég, na podstawie twierdzenia Pitagorasa omawianego w 17. numerze
Swiata Matematyki, wielkosci 20\/5 ~ 28,2.

Dtugo$¢ sieci drég wyznaczonych przy zastosowaniu punktéw Steinera wynosi 27,34,



b). Rozwazymy teraz uktadu platform wiertniczych, bedacych wierzchotkami pewnego prostokata, ktérego dtugosé jest
dwa razy wieksza od szerokoéci. Oznaczmy wymienione platformy punktami A, B, C i D o przyktadowych wspétrzednych:
A=(0;0); B=(0; 10); C=(20; 10) i D=1(20; 0), spetniajacymi warunki zadania. Zatem wspdtrzedne punktéw sa na-
stepujace:

X1= 0, = O;

x2=0, Y= 10;

X3 = 20, y3= 10;

x4=20, ys=0.

Obliczenie wspoétrzednych punktéw Steinera pozostawiamy czytelnikom. Ponizej przedstawimy rozwigzanie wykona-
ne za pomiocq arkusza kalkulacyjnego i wykres sporzadzony przez program Geogebra. Punkty Steinera sg nastepujace:

E=(2,886751;5)i F=(17,11325; 5).

Liczha
= odleglo$¢BE =577 114
odlegloSCEA =577
odleglo$CEF =14.24
odleglosEFC = 5.78 104
odlegloSEFD = 5.78
Odcinek
a=577 o
b=577
c=14.24
4=578 o
e=578
unkt
A=(0,0)
B={(0,10)
C=1{20,10)
D={20,0)
E=(2.87,5)
F={17.11,5)

FC=578

[ 222 32 RN T 22 Y]

EF=1424

4

ad FO=578
EA=577

Dtugos¢ sieci drog wynosi 37,34. tamana ABCD miataby diugoéé¢ 40!
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